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工程力学是工科专业的专业基础课，不仅提供后续专业课程的基础知识，而且
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（2）为方便教学，在立体的选题上由浅入深，让学生从中加深对基本概念的理

解，增强对基本方法的掌握。同时，每章配有思考与练习和在线测试。

（3）本书结合融媒体平台，丰富教学手段，使纸质教材与手机端联合应用，让

学生能随时随地学习和检测学习成果。

本书共 12 章，主要包括刚体受力分析、平面汇交力系、平面力偶系、平面任意

力系、轴向拉伸与压缩、剪切与挤压、扭转、弯曲、应力状态和强度理论、组合变

形的强度计算、压杆稳定、动载荷与交变应力。
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程技术人员参考。
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三峡大坝的
力学问题

平面汇交力系 第2章

静力学的主要任务就是研究力系的简化和平衡。根据力作用线的分布情况,力

系可分为平面力系和空间力系两大类。平面力系是指各力作用线都位于同一平面内

的力系,反之则称为空间力系。在平面力系中,若各力作用线汇交于一个公共点,
则称该力系为平面汇交力系。平面汇交力系是一种比较简单的、在工程中常见的力

系。它的简化理论是研究平面任意力系的基础。本任务将分别用几何法与解析法研

究平面汇交力系的合成与平衡问题。

课程思政 三峡大坝的力学问题

三峡大坝是当今世界上最大的水利枢纽建筑之一。
在三峡大坝的设计和建设中遇到的工程力学问题是复杂且多层次的问题,涉

及水力学、土力学、岩石力学、结构力学等多个领域。
三峡大坝是一项伟大的工程成就,它展示了中国人民的智慧和勇气,也为中

国的经济发展和环境保护做出了重要的贡献。劳动人民用智慧和勤奋,不断挑战

和突破自己的极限,体现了精益求精、追求卓越的工匠精神和不畏艰苦、勇承重

任的担当精神。

知识目标

理解力在平面直角坐标系中投影的概念。
了解平面汇交力系合成和平衡的几何法。
熟练掌握平面汇交力系合成和平衡的解析法。

能力目标

能熟练计算力在平面直角坐标系中的投影。
具备应用平面汇交力系平衡条件分析平衡问题的能力。



第2章 平面汇交力系 

0@

内容框架

�L!��
2+�=

�L!��
2+	�

�L!��2U	��*3F�	��L���!���%+�2

�L!��2	�+��"U�L!��2	�0����	�U
	�+��	�	0�	��+-F	U��	UU	�+�*3
ED!�%

�L!��2	�+?�"U

��"�U�L!��2�=+�>��U

?�"�U�L!��2�=+�>��U

�L!��2
�=KM!?

FR�FRx�FRy�Fxi�Fy j

Σ Fx��U Fy��Σ

FR�     Fi��Σ
n

i��

工程案例

B

A

D

C

G

��e

��e

��e

随着现代科技的迅速发展,工业生产规模的不断扩大,作为物料搬运重要设

备的起重机在现代化生产过程中的应用越来越广,作用越来越大。图2-1所示为

建筑工程中较为常见的一款简易起重机,起重机BAC 上装有定滑轮,绳子跨过

滑轮,重力G=20
 

kN的重物通过绳子用绞车吊起,A、B、C 处均采用铰链连

接,不计杆和滑轮的重力,试分析当重物匀速上升时杆AB 和AC 所受的力。

图2-1 简易起重机

2.1 平面汇交力系合成和平衡的几何法

2.1.1 力在平面直角坐标系中的投影

力在平面直角坐标系中投影的概念。设力F 作用在物体的A 点,如图2-2所

示,在力F 作用线所在平面内建立直角坐标系Oxy,从力F 的起点A 和终点B 分

别向x轴和y轴做垂线,得垂足a、b和a'、b'。线段ab加上正号或负号,称为力

12
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0@ F 在x轴上的投影,用Fx 表示;线段a'b'加上正号或负号,称为力F 在y轴上的

投影,用Fy 表示。

UBU UCU

O Ox xab

yy

ba

A

B

B

A
FFFy

F y

Fx

Fx

Fx

Fy

a�

b�

b�

a�
α α

F y

Fx

图2-2 力在平面直角坐标系中投影

力的投影是代数量,其正负规定如下:当力的起点到终点投影的方向与坐标轴

的正方向一致时,投影为正;反之为负。由图2-2可知,投影Fx、Fy 可用下列式

子计算

Fx=±Fcos
 

α

Fy=±Fsin
 

α (2-1)

式中,α为力F 与x轴所夹的锐角。

力在坐标轴上的投影有以下两种特殊情况。
(1)当力与坐标轴垂直时,力在坐标轴上的投影等于零。
(2)当力与坐标轴平行时,力在坐标轴上投影的绝对值等于力的大小。

如果已知力F 在坐标轴上的投影为Fx 和Fy,则力F 的大小和方向可由下式

确定

F= F2
x+F2

y

tanα= Fy

Fx

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2-2)

式中,α为F 与x轴所夹的锐角,力F 的指向可由投影Fx 和Fy 的正负号确定。

显而易见,投影Fx(Fy)的绝对值等于分力Fx(Fy)的大小,投影Fx(Fy)的正

负号指明了分力Fx(Fy)是沿该轴的正向还是反向。可见,利用力在坐标轴上的投

影可以同时表明力沿直角坐标轴分解时分力的大小和方向。

注意:分力是力矢量,而投影是代数量。若分力指向与坐标轴同向,投影为正,

反之为负。分力的作用点在原力作用点上,而投影与力作用点位置无关。

2.1.2 力多边形法则

设作用于刚体上且平面汇交于点O 的力为F1、F2、F3、F4,如图2-3(a)所示。

22



第2章 平面汇交力系 

0@求该力系合力时,可连续运用力的三角形法则,将这些力依次相加,便可以得到合

力的大小和方向。

UBU UCU UDU UEU

O

F4
F3

F2

F1
F1

F2

F3 F3

F2
F1

F4 F4

F3

F1

F2

FR FR
F4

FR2

FR1

FR

图2-3 力多边形法则

首先,将F1、F2合成得到它们的合力矢FR1;其次,将FR1、F3 合成得到它

们的合力矢FR2;最后,将FR2、F4合成得到力系的合力矢FR,如图2-3(b)所示。

从图2-3(c)可以看出,在求该力系的合力矢FR 时,更简单的办法是,在由F1、

F2、F3、F4构成的开口多边形中,连接第1个力F1 的起点和最后一个力F4 的终

点,得到的矢量即为合力矢FR。由各分力矢构成的多边形称为力多边形。这种用力

多边形求合力FR 的作图规则称为力多边形法则,这种作图方法称为几何法。

总之,平面汇交力系可以简化成一个合力,合力的大小和方向等于各分力的矢

量和(几何和),合力的作用线通过汇交点。如果该平面汇交力系有n个力组成,用

FR 表示该力系的合力矢,则有

FR=F1+F2+F3+…+Fn=∑
n

i=1
Fi

或简写成

FR=∑F (2-3)

合力FR 对刚体的作用与原有力系对该刚体的作用等效。

画力的多边形时,若改变各分力相加的顺序,将得到形状不同的力的多边形,
但最后求得的合力不变,图2-3(d)所示为另一种分力相加的方式。

2.1.3 平面汇交力系平衡的几何条件

作用在物体上的一个平面汇交力系可以合成为一个合力,当合力等于零时,该

物体处于平衡状态,此平面汇交力系为一个平衡力系。由此可得出平面汇交力系平

衡的充要条件是:该力系的合力等于零,即

FR=∑F=0 (2-4)

由几何作图可知,平面汇交力系平衡时,由力系中各分力构成的力多边形自行

闭合,这就是平面汇交力系平衡的几何条件。
求解平面汇交力系的平衡问题时,可用几何法,即按比例先画出封闭的力多边
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0@ 形,然后用直尺和量角器在图上量取要求的未知量,也可根据图形的几何关系,用

三角函数公式计算出未知量。
下面结合例题,说明如何利用几何法求解平面汇交力系的平衡问题。
【例2-1】 如图2-4(a)所示,圆柱滚子重力P=20

 

kN,半径r=60
 

cm,若要它

能越过高h=8
 

cm的台阶,拉力F 至少为多少?

UBU UCU UDU

F

P

N2

N1

F

F

h P

y x

O

P

N2 θ

θ
ϕ

图2-4 例2-1图

【解】 (1)以圆柱滚子为研究对象。
(2)对研究对象进行受力分析。受力情况如图2-4(b)所示。
(3)利用平衡条件画出力多边形。圆柱滚子能越过台阶时,地面对滚子的约束反

力N1=0。此时由重力P、拉力F 以及台阶对滚子的约束反力N2 构成的力三角形

如图2-4(c)所示。
(4)利用图形中的几何关系求解未知量。

F=Ptanθ=P· r2-(r-h)2

r-h =11.5
 

kN

故若要滚子能越过台阶,拉力F 的大小至少为11.5
 

kN。
【例2-2】 如图2-5(a)所示,水平梁AB 中点C 作用力P,其大小等于20

 

kN,
方向与梁的轴线成60°角,试求固定铰支座A 和滚动支座B 的约束反力。

UBU UCU UDU

��e

��e ��e

��e
��e

P

E

H

K

NA

NB

NB

NA

A

C B

D

P
P

A
C B

aa

��e

图2-5 例2-2图

【解】 (1)以梁AB 为研究对象。
(2)对研究对象进行受力分析。此时由主动力P、固定铰支座A 处的约束反力

42



第2章 平面汇交力系 

0@NA 以及滚动铰支座B 处的约束反力NB 构成平衡力系,且三力汇交于点D,梁AB
的受力情况如图2-5(b)所示。

(3)利用平衡条件画出力多边形。由P、NA 和NB 构成的力三角形如图2-5(c)
所示。

(4)利用图形中的几何关系求解未知量。

NA=Pcos
 

30°=17.3
 

kN,NB=Psin
 

30°=10
 

kN
故固定铰支座A 和滚动支座B 的约束反力大小分别为17.3

 

kN和10
 

kN,方向

如图2-5(b)所示。
【例2-3】 如图2-6(a)所示,电动机重力P=5

 

kN,放在水平梁AC 中央。梁

的A 端用铰链固定,另一端用支撑杆BC 支撑,支撑杆与水平梁轴线成30°角,忽

略梁和支撑杆所受的重力,试求圆柱铰支座C 以及固定铰支座A 的约束反力。

UBU UCU UDU

P
P

A C

FAC

FACC

P

A

B

l

l

FBC

FBC

��e

��e

��e
��e

�

图2-6 例2-3图

【解】 (1)以梁AC 为研究对象。

(2)对研究对象进行受力分析。此时由重力P、圆柱铰支座C 处的约束反力FBC

以及固定铰支座A 处的约束反力FAC 构成平衡力系,且三力汇交于一点。梁AC 的

受力情况如图2-6(b)所示。

(3)利用平衡条件画出力多边形。由P、FBC 和FAC 构成的力三角形如图2-6(c)

所示。
(4)利用图形中的几何关系求解未知量。

FBC=P=5
 

kN,FAC=P=5
 

kN
方向如图2-6(b)所示。

由上述例题,可以总结出利用几何法求解平面汇交力系问题的一般步骤。
(1)确定研究对象。根据问题中已知和未知各力的作用位置,选取相关物体为研

究对象,并把它从周围物体中分离出来。
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0@ (2)画受力图。在所确定的研究对象上,画出其所受各力,包括所有主动力和约

束反力。
(3)作力多边形。从已知力出发,按力矢量首尾相连的原则,构成一条折线;然

后按照力多边形闭合的要求,确定未知力的大小和方向。
(4)求解未知力。利用力多边形中显示的几何关系求解未知力。

2.2 平面汇交力系合成和平衡的解析法

2.2.1 平面汇交力系合成的解析法

设由n个力组成的平面汇交力系作用于刚体上,那么此力系的合力FR 在直角

坐标系中的解析表达式为

FR=FRx+FRy=Fxi+Fyj (2-5)

其中,i、j分别为沿坐标轴x、y正方向的单位矢量。Fx、Fy 为合力FR 在x、y
轴上的投影,并有

Fx=FRcos
 

θ,Fy=FRsin
 

θ (2-6)

其中,θ为合力FR 与x轴的夹角。

应用平面汇交力系几何法合成的力多边形可以证明如下定理:合力在某轴上的

投影等于各分力在该轴上投影的代数和,该定理称为合力投影定理。将式(2-5)分别

向x、y轴上投影,可得

Fx =Fx1+Fx2+…+Fxn=∑
n

i=1
Fxi

Fy=Fy1+Fy2+…+Fyn=∑
n

j=1
Fyj

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2-7)

其中,Fx1 和Fy1,Fx2 和Fy2,…,FxN 和FyN 分别为各分力在x 轴和y 轴上

投影。

合力的大小和方向余弦分别为

FR= F2
x +F2

y = (∑Fxi)2+(∑Fyj)2

cos(FR,i)=
Fx

FR
,cos(FR,j)=

Fy

FR

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (2-8)

2.2.2 平面汇交力系的平衡方程

由平面汇交力系平衡的充要条件F=0,得
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0@∑Fx =0

∑Fy=0 (2-9)

式(2-9)即为平面汇交力系的平衡方程。
故以解析法表示的平面汇交力系平衡的充要条件是:各力在两坐标轴上投影的

代数和分别等于零。
下面结合实例,说明如何利用解析法求解平面汇交力系的平衡问题。
【例2-4】 如图2-7(a)所示,C 为杆BD 的中点,试求杆BD 在B、C 处所受

的力。

UBU UCU

C

D

B
A

F F
D x

C

y

B

FB

FAC��e ��e

图2-7 例2-4插图

【解】 (1)以杆BD 为研究对象。
(2)对研究对象进行受力分析。AC杆为二力杆,C 处约束反力FAC 应沿AC 轴线

方向。此时由主动力F、固定铰支座B 处的约束反力FB 以及圆柱铰支座C 处的约束

反力FAC 构成平衡力系,且三力汇交于一点,杆BD 的受力情况如图2-7(b)所示。
(3)建立直角坐标系,列出平衡方程。

∑Fx =F+FACcos
 

30°=0

∑Fy=-FB -FACsin
 

30°=0 
(4)由上述平衡方程可得

FB=
1
3
F,FAC=-

2
3
F

FAC 为负值,说明杆BD 在C 处所受约束反力方向与图示方向相反。
【例2-5】 如图2-8(a)所示,已知压板夹紧力F=400

 

N,不计工件自重,试求

工件对V形铁的压力。
【解】 (1)以工件为研究对象。
(2)对研究对象进行受力分析。由主动力F,V形铁在A、B 处对工件的约束反

力NA 和NB 构成平衡力系,且三力汇交于圆心。工件的受力情况如图2-8(b)所示。
(3)建立直角坐标系,列出平衡方程。
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UBU UCU

F

A

B

NA NB NB
NA

x

y

F

O��e ��e

��e��e

图2-8 例2-5插图

∑Fx =NAcos
 

60°-NBcos
 

30°=0

∑Fy=F-NAsin
 

60°-NBsin
 

30°=0 
(4)由上述平衡方程可得

NA=
3
2F=2003

 

N,NB=
F
2=200

 

N

方向如图2-8(b)所示。

工程案例分析

UBU UCU

G
G

A

C

T

y xF2

F1

B

A

D

��e

��e

��e

��e
��e

图2-9 简易起重机的受力分析

(1)以铰链A 为研究对象。
(2)对研究对象进行受力分析。如图2-9所示,由于杆AC 和AB 均为二力

杆,它们在A 处的约束反力F1和F2均应沿各自轴线方向,所以约束反力F1、

F2、T和主动力G在A 处构成平衡力系。A 的受力情况如图2-9(b)所示。

(3)建立直角坐标系,列出平衡方程。

∑Fx =-F1-Tcos
 

30°-Gcos
 

30°=0

∑Fy=F2+Tsin
 

30°-Gsin
 

30°=0  
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 在线测试

由绳索类约束的约束反力特点可知:T=G。
(4)由上述平衡方程可得

F1=-34.6
 

kN,F2=0

F1 为负,说明AC 杆的约束反力方向与图示方向相反,即F1 为压力,

大小为34.6
 

kN;杆AB 受力为零。
由上述例题,可以总结出利用几何法求解平面汇交力系问题的一般步骤。
第一步,确定研究对象。
第二步,对研究对象进行受力分析,并画出受力图。
第三步,建立适当的坐标系,求合力的投影或列出平衡方程。为方便计算,

所选的坐标系的一条轴尽量与某个未知力平行或垂直,以避免方程的联立求解。
第四步,利用平衡方程可求得结果。所求结果的绝对值表示未知力的大

小,正、负号表示第二步中所假设的力的方向是否与实际一致,正号表示一

致,负号表示其方向刚好相反。

思考与练习

2-1 已知F1、F2、F3、F4的作用线汇交于一点,其力多边形如图2-10所示,

试问这两种力多边形的意义有何不同?

UBU UCU

F1 F1

F3 F3

F4F4

F2 F2

图2-10 题2-1图

2-2 用解析法求平面汇交力系的合力时,若取不同的直角坐标轴,所求得的合

力是否相同?

2-3 如图2-11所示固定环,受到来自三根钢绳的拉力。拉力分别为F1=500
 

N,

F2=1
 

kN,F3=2
 

kN,求固定环受钢绳作用的合力FR。
F2

F1

F3

��e

��e

图2-11 题2-3图
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0@ 2-4 如图2-12所示支架由杆AB、BC 组成,A、B、C 处均为光滑铰链,在

铰B 上悬挂重物G=10
 

kN,杆件自重不计,试求杆件AB、BC 所受的力。
A B

C G

��e

图2-12 题2-4图

2-5 如图2-13所示钢绳吊起重力为G 的物体,求钢绳AB、AC 所受的拉力。

G

A

B C

��e��e

图2-13 题2-5图

2-6 如图2-14所示重力为G 的球体放在倾角为60°的光滑斜面上,并用绳BC
系住,BC 与斜面平行,试求绳BC 的拉力FT 及球体对斜面的压力FN。

C

B

AO

��e

图2-14 题2-6图

2-7 如图2-15所示平面汇交力系,求该力系的合力。

��e

��e

F4�����/
F3�����/

F2�����/

F1�����/

图2-15 题2-7图
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0@2-8 如图2-16所示,三铰门式钢架受集中力P 作用,不计钢架自重,试求图

示两种情况下支座A、B 的约束力。

UBU UCU

C

A
B B

A

C
P

P

l l

l

l��

lll

图2-16 题2-8图

2-9 如图2-17所示简支梁受集中力P=50
 

kN作用,求图示两种情况下支座

A、B 的约束力。

UBU UCU

��N ��N ��N ��N

��e

��e��e
A B

PP
BA

图2-17 题2-9图

2-10 如图2-18所示液压夹紧机构中,D 为固定铰链,B、C、E 为活动铰链。
已知力F 与机构平衡时的角度如图所示,求工件H 所受的夹紧力。

B

A

F

D

C

H

E
θ

θ
θ

图2-18 题2-10图
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0@   2-11 固定于墙内的环形螺钉上,作用有3个力,分别为F1、F2、F3,各力的

方向如图2-19所示;各力的大小分别为F1=3
 

kN,F2=4
 

kN,F3=5
 

kN。试求螺

钉作用在墙上的力。

F1

F3

F2
O

��e

图2-19 题2-11图
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C919———
全球航空市
场的一张
新名片

 第3章 平面力偶系

力对刚体的作用效应包括内效应和外效应两方面,其中外效应是使刚体的运动

状态发生改变(包括移动和转动)。当力的作用线通过物体的质心时,将使物体在力

的方向上平动;当力的作用线不通过物体的质心时,物体将在力的作用下边平动边

转动。例如汽车司机旋转方向盘、钳工用丝锥攻螺纹等都属于物体在力的作用下产

生的转动效应。
本章将重点研究力对物体的转动效应,引入力矩、力偶、力偶矩等概念,利用

力偶的性质与力偶的等效条件,分析平面力偶系的平衡条件,从而完成平面力偶系

平衡问题求解。

课程思政 C919——全球航空市场的一张新名片

C919飞机是中国按照国际民航规章自行研制、具有自主知识产权的大型喷气

式民用飞机。对中国航空工业和世界航空工业来说,C919的研制成功都是一个重

要的里程碑。

C919的研发过程中融入了大量的力学知识。飞机本身的飞行及控制涉及流体

力学,同时还涉及噪声控制、热管理、环境控制等相关方面的知识。
在C919的研制过程中,中国工匠们付出了巨大的努力和辛勤的汗水。他们

克服了各种困难和挑战,不断追求卓越和创新。他们用自己的技能和智慧,为

C919的成功研制打下了坚实的基础。

知识目标

理解力矩、力偶和力偶矩的概念。
理解合力矩定理,熟练掌握平面力对点之矩的计算方法。
理解力偶的性质和力偶等效条件。
掌握平面力偶系合力偶的求解方法。
理解平面力偶系的平衡条件。

能力目标

具备计算平面力对点之矩、平面力偶系合力偶的能力。
具备应用平面力偶系平衡条件分析平衡问题的能力。
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工程案例

A

C

O

B

r
M1

M2

α

UBU UCU

如图3-1(a)所示,牛头刨床作为一种常用的机床,因形似牛头而得名,主要

适用于平面、T形槽、燕尾槽等表面的刨削加工,其工作原理是通过摇杆左右摆

动,使牛头刨床的刨刀沿着固定轨迹运动,完成零件刨削加工。某型号牛头刨床

传动机构的简图如图3-1(b)所示,圆轮上的销子A 放在摇杆BC 上的光滑导槽

内,圆轮上作用一力偶,其力偶矩 M1=25
 

N·m,OA=r=0.4
 

m。图示位置

时,OA 与OB 垂直,α=30°,且系统处于平衡状态,若不计机构自重,试分析作

用于摇杆BC 上的力偶矩M2 及铰链O、B 处的约束力。

图3-1 牛头刨床
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3.1 力矩和合力矩定理

3.1.1 力对点之矩

如图3-2所示,用扳手转动螺母时,作用于扳手A 点的力F 可使扳手与螺母一

起绕螺母中心点O 转动。螺母中心到力的作用线的距离d 越大,转动的效果就越

好,且越省力。由此可知,力的这种转动作用不仅与力的大小、方向有关,还与转

动中心至力的作用线的垂直距离d 有关。点O 称为矩心,点O 到力的作用线的垂

直距离d称为力臂。

O

F

A

l

d
α

图3-2 扳手的受力

因此,定义力F 的大小与力臂d的乘积为力F 使物体对矩心O 产生转动效应的

度量,称为力F 对点O 之矩,简称为力矩,用MO(F)表示。力矩为代数量,规定

力使物体绕矩心逆时针转动时为正,反之为负。用公式表示为

MO(F)=±Fd (3-1)

一般来说,同一个力对不同点产生的力矩是不同的,因此不指明矩心而求力矩

是无任何意义的。在表示力矩时,必须标明矩心。

3.1.2 力矩的性质

从力矩的定义式(3-1)可知,力矩有以下几个性质。

(1)力F 对O 点之矩不仅取决于力的大小,同时还与矩心的位置即力臂d有关。
(2)力沿其作用线移动时,力的大小、方向以及力臂都没有发生改变,因此力矩不变。
(3)力F 的大小等于零或者力的作用线通过矩心时,力矩等于零。

3.1.3 合力矩定理

合力矩定理:平面汇交力系的合力对于平面内任意一点的力矩等于所有分力对

于该点之矩的代数和,即
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0@ MO(R)=MO(F1)+MO(F2)+…+MO(Fn) (3-2)
该式适用于任何有合力存在的力系。
【例3-1】 如图3-3(a)所示,作用于齿轮的啮合力Fn=400

 

N,分度圆直径D=
60

 

mm,压力角α=20°,求啮合力Fn对于轮心O 之矩。

UBU UCU

D
O O D

Ft

Fr

Fn

Fn

d

α

α

α

图3-3 例3-1图

【解】 方法一 应用合力矩定理求解。把啮合力Fn 分解为水平分力Ft和竖直

方向分力Fr,根据合力矩定理,则

     MO(Fn)=MO(Ft)+MO(Fr)

=-Fncos
 

αD
2+0

=-400×cos
 

20°×0.062 N
·m+0

 

N·m≈-11.28
 

N·m

方法二 应用力矩定义求解。

MO(Fn)=-Fnd=-400×
0.06
2 ×cos

 

20°
 

N·m≈-11.28
 

N·m

以上两种方法的计算结果相同。因此,在计算力矩时,通常在力臂已知或者能

直接计算的情况下,采用力矩定义求解的方法较为简单。在直接计算力臂较为困难

的情况下,采用合力矩定理求力矩更为方便。
【例3-2】 图3-4所示为一挡土墙,已知挡土墙自重W1=75

 

kN,竖直土压力

W2=120
 

kN,水平土压力F=90
 

kN,试求三力对A 点的力矩之和,并判断挡土墙

是否会倾倒。

A

F

W1 W2

��N ��N

��N

��
��
N

图3-4 例3-2图
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0@【解】 本题考查力对点之矩的概念。
对A 点,W1 产生的力矩为(力臂d1 为1

 

m)

MA(W1)=-W1d1=-75
 

kN·m
F 产生的力矩为(力臂d 为1.6

 

m)

MA(F)=Fd=144
 

kN·m
W2 产生的力矩为(力臂d2 为2

 

m)

MA(W2)=-W2d2=-240
 

kN·m
由于 |MA(W1)+MA(W2)|>|MA(F)|
即W1、W2产生的稳定力矩大于F产生的倾覆力矩,故挡土墙不会倾倒。

3.2 平面力偶理论

3.2.1 力偶和力偶矩

在生产和生活实践中,为了使物体发生转动,常常在物体上施加一对大小相等、
方向相反的平行力。例如,汽车司机旋转方向盘、钳工用丝锥攻螺纹等。人们把这

种大小相等、方向相反、作用线平行的一对力称为力偶,通常用符号(F,F')表示,
如图3-5所示。

dF
F�

图3-5 力偶

力偶对物体的作用效应,实质上是组成力偶的两个力作用效应的叠加。由于这

两个力大小相等、方向相反,它们在任意方向上的投影之和都等于零,所以这两个

力使物体平移的运动效应相互抵消,而使物体转动的运动效应相互叠加。因此,力

偶对物体作用的外效应仅是使物体发生转动。由于力偶不能合成为一个合力或用一

个力来等效替换,所以力偶也不能用一个力来平衡,力偶只能用力偶来平衡。力和

力偶是静力学的两个基本要素。
力偶使物体转动的效应,通常用力偶矩来度量。力偶矩用符号M(F,F')表示,

也可以简写成M,它等于力偶中力的大小F 与力偶臂d的乘积,即

M(F,F')=M=±Fd (3-3)
力偶矩是一个代数量,式中的正负号表示力偶在其作用面内的转向,逆时针为

正,反之为负。
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0@ 力偶对其作用面内任意一点的矩都等于力与力偶臂的乘积,与矩心位置无关,
这是力偶矩和力矩的主要区别。力偶矩和力矩的单位相同,都是N·m。力偶矩的

大小、转向和力偶作用平面为力偶的三要素。

3.2.2 力偶的等效条件

由于力偶的作用只改变物体的转动状态,而力偶对物体的转动效应是用力偶矩

来度量的。因此,同一平面内力偶等效的条件是:力偶矩的大小相等,力偶的转向

相同。
由此可以推断,保持力偶矩大小与方向不变的条件下(见图3-6),在力偶作用

面内随意改变构成力偶的两力的方向[见图3-6(b)],或在保持力偶矩不变情况下改

变力与力偶臂的大小[见图3-6(c)],或将力偶作用面平行移动[见图3-6(d)],都不

改变力偶对刚体的作用效果。

UBU UCU UDU UEU

d d d

d
F1

F2
F2F2F2

F1 F1 F1

图3-6 力偶矩大小与方向

3.2.3 力偶的性质

(1)力偶在任一坐标轴上的投影的代数和为零。

(2)力偶对平面任意一点的力矩,恒等于其力偶矩,而与矩心的位置无关。
(3)力偶不能合成为一个合力或用一个力来等效替换,因此力偶也不能用一个力

来平衡,力偶只能用力偶来平衡。

3.2.4 平面力偶系的合成和平衡条件

在物体的同一平面上同时作用有两个或两个以上力偶时,这些力偶组成平面力

偶系。由于平面内力偶对物体的作用效果取决于力偶矩的大小以及力偶的转向,因

此平面力偶系合成的结果为一合力偶,其合力偶矩M 等于各分力偶矩的代数和,即

M =∑
n

i=1
Mi (3-4)

由合成结果可知,平面力偶系可由一个合力偶代替,当平面力偶系平衡时,其

合力偶的矩等于零。因此,平面力偶系平衡的充要条件是:所有各分力偶矩的代数
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0@和等于零,即

M =∑
n

i=1
Mi=0 (3-5)

【例3-3】 如图3-7所示,长方体上作用两个力偶,其中F1=F'1=2
 

kN,F2=
F'2=5

 

kN。求此力偶系的合力偶矩。

O

z

x

y

F2 F1

F1� F2�
4 m

2 
m

3 m

图3-7 例3-3图

【解】 各力偶的力偶矩为

M1=M(F1,F'1)=2× 22+32
 

kN·m=2 13
 

kN·m

M2=M(F2,F'2)=-5× 22+32
 

kN·m=-5 13
 

kN·m
故合力偶之力偶矩为

M=M1+M2=-3 13
 

kN·m
其值为负说明合力偶矩为顺时针方向。
【例3-4】 如图3-8所示的工件上作用有三个力偶,工件放在光滑水平面上。三

个力偶的矩分别为M1=M2=10
 

N·m,M3=20
 

N·m;固定螺柱A 和B 的距离

l=200
 

mm。求两个光滑螺柱所受的水平力。

l

A

B

M2

M3

M1

FA

FB

图3-8 例3-4图

【解】 (1)以工件为研究对象。
(2)分析工件受力情况。工件在水平面内受到三个力偶和两个约束反力的作用而

处于平衡状态。根据力偶系合成定理,三力偶的合成结果为一个合力偶。此时若要
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0@ 系统保持平衡,螺柱A 和螺柱B 对工件的水平约束反力FA 和FB 应构成一个力偶,
且与原合力偶平衡。假设由FA 和FB 构成的力偶的方向如图3-8所示,则有FA=
FB,且满足力偶系平衡条件。

(3)根据力偶系平衡条件列出方程,并求解未知量。

∑M =0,FAl-M1-M2-M3=0
将题中条件代入后,可解得FA=FB=200

 

N。求得结果为正,说明FA 和FB

的方向与假设方向相同。螺柱A 和B 所受到的力与FA 和FB 等值反向。
由上述任务,可以总结出利用力偶系平衡条件求解平面力偶系问题的一般步骤:
第一步,确定研究对象;
第二步,对研究对象进行受力分析;
第三步,利用平衡方程求解未知量。
所求结果的绝对值表示未知力的大小,正、负号表示第二步中所假设的方向是

否与实际一致,正号表示一致,负号表示其方向刚好相反。

工程案例分析

UBU UCU UDU

M1

O

C
M2

M1

M2

C

FB
FA�

A

B

FO

FA

OAA r

B

α

α
α

图3-9 牛头刨床的受力分析

(1)如图3-9所示,取圆轮为研究对象,圆轮上作用有光滑导槽对销子A
的力FA(垂直摇杆BC)、铰链O 处约束力FO 以及力偶矩为M1的力偶。

因为力偶只能由力偶平衡,所以FA 与FO 必然组成一对力偶,力偶矩大

小与M1相等,力偶转向与M1相反。由此可以确定FA 必然指向圆轮,FO 指

向摇杆[见图3-9(b)],根据平面力偶系的平衡条件,列出平衡方程

∑M =0,M1-FArsin
 

α=0

解得

FA=
M1

rsin
 

30°=125
 

N
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 在线测试

(2)以摇杆BC 为研究对象,摇杆上作用有销子对光滑导槽的力F'A、铰

链B 处约束力FB 以及力偶矩为M2 的力偶[见图3-9(c)]。同理,F'A、FB 也

必然组成一对力偶与M2 平衡,由此可得

∑M =0,M2-F'A
r
sin

 

α=0

其中FA 与F'A为作用力与反作用力,由此可得M2=F'A
r
sin

 

α=100
 

N·m。

FO 与FA 组成力偶,FB 与F'A组成力偶,则FO=FA=FB=125
 

N,方

向如图3-9所示。

思考与练习

3-1 试比较力矩与力偶矩两者的异同。

3-2 力偶的三要素是什么?

3-3 力偶对物体的作用效果取决于什么? 与力偶的作用位置是否有关?

3-4 力偶是否可以用一个力来平衡? 为什么?

3-5 如图3-10所示,水平梁上作用有两个力偶,分别为 M1=75
 

kN·m,

M2=40
 

kN·m,已知AB=3.5
 

m,试求A、B 两处支座的约束反力。

B

M1

A

M2

����N

图3-10 题3-5图

3-6 如图3-11所示,已知M=2Fl,其余尺寸如图所示,试求A、B 两处支座

的约束反力。

M

C F

BA

l

l��

l

图3-11 题3-6图
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0@ 3-7 如图3-12所示,100
 

N的力作用于扳手柄端。当α角为何值时,该力矩为

最小值? 当α角为何值时,该力矩为最大值?

���NN

O

����/

α
� ���NN

图3-12 题3-7图

3-8 如图3-13所示,设AB=l,在A 点受四个大小均等于F 的力F1、F2、

F3和F4作用。试分别计算每个力对B 点之矩。

D C

B

A
F1

F3
F2F4

l

��e ��e

��e

图3-13 题3-8图

3-9 如图3-14所示,带轮直径D=400
 

mm;平带拉力F1=1
 

500
 

N,F2=
750

 

N;与水平线夹角θ=15°。求平带拉力F1、F2对轮心O 之矩。

F1

F2

O

θ

θ

图3-14 题3-9图

3-10 简支梁AB 如图3-15所示,其上作用一力偶矩M,已知梁长为L,不计

自重,求支座约束力。
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L

A B
M

图3-15 题3-10图

  3-11 图3-16所示的机构中,两曲杆自重不计,曲杆AB 上作用有主动力偶,
其力偶矩为M,试求A 点和C 点处的约束力。

a

a

C

A

�a

M

B

a

图3-16 题3-11图

3-12 图3-17所示机构在图示位置平衡,已知主动力F=100
 

N,各杆重量不

计,试求图中力偶矩M 的大小及支座A 处的约束力。

��N

��
N

M

A F

D

C

C

��N

��
N

��
N

��
N

图3-17 题3-12图
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“三个和尚
没水喝”和
“超静定
结构”

平面任意力系 第4章

平面任意力系是指作用在物体上的力的作用线都分布在同一平面内,且作用线

任意分布的力系。平面任意力系是工程实际中常见的一类力学问题。例如图4-1所

示的高炉上料小车,受到的拉力、重力及支持力作用,显然这是一个平面任意力系。
工程中很多实际问题都可简化为平面任意力系问题来分析,因此,研究平面任意力

系的平衡问题就显得非常重要。
本章将在前两个任务的基础上,利用力的线平移定理,将平面任意力系平衡问

题转化成平面汇交力系平衡问题和平面力偶系平衡问题,从而完成平面任意力系的

简化和平衡问题的求解。

课程思政 “三个和尚没水喝”和“超静定结构”

“三个和尚没水喝”是一个中国的民间谚语,当涉及多人合作时,如果每个人

都依赖其他人去完成任务,那么最终可能会导致任务无法完成。当团队协作中的

责任分散时,团队中的人员会缺乏主动性。
“超静定结构”是一种力学结构。一个结构系统的稳定性不仅依赖于其组成部

分的刚性,还依赖于这些组成部分之间的相互作用。这种结构在受到外部力或变

形时,能够通过内部应力的重新分布来保持其稳定性。
虽然“三个和尚没水喝”和“超静定结构”看似没有直接联系,但是它们都涉及

关于系统稳定性和个体行为对整体性能影响的问题,表明了更深入地理解团队协

作和系统稳定的重要性。

知识目标

掌握力的平移定理和力系向作用面内任意一点简化的方法。
了解平面任意力系的简化结果。
熟练掌握平面任意力系的平衡条件和平衡方程。
了解物体系的平衡、静定和静不定问题。

能力目标

具备应用力的线平移定理完成力系向作用面内任意一点简化的能力。
具备应用平面汇交力系平衡条件分析平衡问题的能力。
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内容框架
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工程案例

UBU UCU

FT

h

C

G a
b

α

高炉是炼铁生产工艺中的主体,其工艺过程是从炉顶加入矿石、焦炭和石灰

石,从炉底向炉内通入加压空气。在焦炭燃烧时,矿石、石灰石与焦炭一起发生

反应,最终形成铁水和炉渣。高炉上料是高炉炼铁系统中最重要的一环。高炉上

料设备作为运输矿石、焦炭和石灰石等高炉原料的主要工具,其稳定运行会直接

影响高炉生产。图4-1(a)所示的高炉上料小车是高炉上料设备的一种类型,具有

投资小、运行维护费用低等优点,在国内外很多高炉得到广泛应用。高炉上料小

车运行情况的平面简图为图4-1(b)。小车由钢索牵引沿倾角为α 的轨道匀速上

升,已知小车及原料的总重力G 和其他尺寸a、b、h,不计小车和轨道之间的摩

擦,试求钢索拉力FT 和轨道对小车的约束力。

图4-1 高炉上料小车
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4.1 平面任意力系向作用面内任意一点简化

4.1.1 力的线平移定理

力系向一点简化是一种较为简便且具有普遍适用性的力系简化方法,这一方法

的理论基础是力的线平移定理。
力的线平移定理是指把作用在刚体上A 点的力F平行移动到刚体上任意一点B,

必须同时附加一个力偶,附加力偶矩的大小等于原来的力F对新作用点B的矩。
证明:如图4-2所示,刚体上A 点作用有一力F。在刚体上任取一点O 并在O

点加上一对平衡力F'和F″,作用线与F 平行,令F'=F=-F″。由静力学公理3
可知,这三个力组成的新力系与原来的力F 等效,同时这三个力又可以看成是作用

在O 点的力F'和一个力偶(F,F″),这个力偶称为附加力偶,且有

M=Fd=MO(F)
至此,定理获证。

UBU UCU UDU

O O O

AAA

F F M

d d d

F�F�

F�

图4-2 刚体与力偶

力的平移定理说明,一个力可以用一个作用在另一点的同样大小和方向的力及

一个力偶来等效代替。反过来,根据力的平移定理,可证明其逆定理也成立,即同

一平面内的一个力和一个力偶可合成一个力。

4.1.2 平面任意力系向任意一点简化的主矢和主矩

设刚体受一个平面任意力系作用,利用力的线平移定理,可将平面任意力系向

一点简化为一个平面汇交力系和一个平面力偶系,然后利用平面汇交力系和平面力

偶系的平衡方程来解决平面任意力系的平衡问题。

如图4-3(a)所示,由n个力F1,F2,…,Fn 组成的平面任意力系作用在刚体

上。在平面上任取一点O,称为简化中心;应用力的线平移定理,把各力都平移到

点O。这样,得到作用于点O 的力F'1,F'2,…,F'n 以及相应的附加力偶,其力偶
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0@矩分别为M1,M2,…,Mn,如图4-3(b)所示。这些附加力偶的矩分别为

Mi=MO(Fi)(i=1,2,…,n)

UBU UCU UDU

F1

M1
M2

Mn

F2
F2�

R�

y

F1�

Fn

O x xO

y

Mo

�Fn

图4-3 平面任意力系

这样,平面任意力系分解成了一个平面汇交力系和一个平面力偶系。其中,平

面汇交力系可根据平面汇交力系平衡法则合成为通过O 点的一个力R'[见图4-3
(c)],且有

R'=F'1+F'2+…+F'n=∑
n

i=1
Fi(i=1,2,…,n)

即力矢R'等于原来各力的矢量和。

平面力偶系可以合成为一个力偶,该力偶的矩MO 等于各附加力偶矩的代数和,

也等于原来各力对O 点之矩的代数和,即

MO =∑
n

i=1
MO(Fi)

平面任意力系中所有各力的矢量和R',称为该力系的主矢;而这些力对任意简

化中心O 之矩的代数和MO,称为该力系对简化中心O 的主矩。

由于主矢等于各力的矢量和,所以主矢与简化中心的选择无关。而主矩等于各

力对简化中心的矩的代数和。简化中心不同,各力的力臂也不同,从而导致各力对

简化中心的矩也不一样,因此主矩一般与简化中心有关,讲到主矩时必须指出是力

系对哪个简化中心的主矩。
因此,在一般情况下,平面任意力系向作用面内任意一点O 简化,其结果为作

用于该点的一个主矢和一个主矩。
【例4-1】 如图4-4(a)所示,边长为a=1

 

m的正方形受三力作用,已知各力的

大小均为10
 

N。求此力系向A 点的简化结果。
【解】 求一个力系向某点的简化结果,就需要计算该力系的主矢及对简化中心

的主矩。

该力系的主矢为

F'Rx=F2=10
 

N
F'Ry=F1-F3=0
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UBU UCU
A BBA

D C CDF2

F1

F3

M4 FR�

a
a

图4-4 例4-1图

该力系对简化中心A 的主矩为

MA(F)=-F2a-F3a=-20
 

N·m
因此,该力系向A 点简化的结果为一个力F'R和一个力偶MA,力F'R的大小等

于该力系的主矢,力偶MA 的大小和转向与该力系对A 点的主矩相同,如图4-4(b)
所示。

【例4-2】 平面任意力系中F1=402
 

N,F2=80
 

N,F3=40
 

N,F4=110
 

N,

M=2
 

000
 

N·m。各力作用位置如图4-5(a)所示,图中的尺寸单位为mm。求该力

系向O 点的简化结果,并在图中标明该力系合力的作用位置。

UBU UCU

U��U���U

U��U��U

U�U��U

U���U�U

O x
xO

y

y

M

F1

FRx�

F2

F3

F4

MO

��e

图4-5 例4-2图

【解】 该力系向O 点简化后的主矢为

F'Rx=F1cos
 

45°-F2-F4=-150
 

N

F'Ry=F1sin
 

45°-F3=0
该力系对简化中心O 的主矩为

   MO =F1sin
 

45°×20+F2×30+F3×50-F1cos
 

45°×20-F4×30-M
=-900

 

N·mm
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0@因此,该力系向O 点简化的结果为一个F'Rx和一个力偶MO,力F'Rx 的大小等于

该力系的主矢,力偶MO 的力偶矩的大小和转向与该力系对O 点的主矩相同,如

图4-5(b)所示。

4.2 平面任意力系的简化结果

平面任意力系向作用面内任意一点简化的结果,可分为四种情况:

(1)F'R=0,MO≠0;     (2)F'R≠0,MO=0;

(3)F'R≠0,MO≠0;     (4)F'R=0,MO=0。

下面分别讨论。

4.2.1 平面任意力系简化为一个力偶的情形

如果力系的主矢等于零,而力系对简化中心的主矩不等于零,即

F'R=0,MO≠0
则原力系向简化中心等效平移后的汇交力系已自行平衡,只剩下附加力偶系,而附

加力偶系可以合成为一个合力偶。因此原力系与此合力偶等效,即原力系简化成一

个力偶,这个力偶是原力系的合力偶。因为力偶对平面内的任意一点之矩都相同,

所以,其合力偶矩与简化中心的位置无关,其大小和转向可以直接确定。这是平面

任意力系简化的一种最简形式。

4.2.2 平面任意力系简化为一个合力的情形

(1)如果力系的主矢不等于零,而力系对于简化中心的主矩等于零,即

F'R≠0,MO=0
则力系等效于经过简化中心O的一个力F'R,故原力系简化的结果是一个合力。

(2)如果力系的主矢、主矩都不等于零,即

F'R≠0,MO≠0
则力系简化的结果为一个力和一个力偶,根据力的平行定理的逆定理可知,主矢和

主矩可合成为一个力。

4.2.3 平面任意力系平衡的情形

如果力系的主矢、主矩都等于零,则原力系平衡,即

F'R=0,MO=0
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4.3 平面任意力系的平衡方程

平面任意力系平衡的充分和必要条件是:力系的主矢和对任意一点的主矩都为

零,即

F'R=0

MO=0 
上述平衡条件也可用解析式表达如下

∑Fx =0

∑Fy=0

∑MO(F)=0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

上式为平面任意力系的平衡方程,它是平衡方程的基本形式,表示力系中各力

在平面内任意坐标轴上的投影的代数和都等于零,各力对于任意一点的矩的代数和

也等于零。
下面结合实例,说明如何利用该平衡方程求解平面任意力系的平衡问题。
【例4-3】 无重水平梁的支承和载荷如图4-6(a)所示,已知力F、力偶矩M,

求支座A 和B 处的约束反力。

UBU UCU

A

FM
B

BA
FMFAy

FAx

�a a

FB

图4-6 例4-3图

【解】 以梁AB 为研究对象。梁AB 所受的主动力有力F 和力矩为M 的力偶。

梁AB 所受约束反力有铰链A 的两个分力FAx 和FAy,以及滚动支座B 处沿竖直方

向的约束反力FB。受力情况如图4-6(b)所示。由平面任意力系的平衡方程

    ∑Fx =0,FAx =0

∑Fy=0,FAy+FB -F=0

∑MA =0,-M +FB·2a-F·3a=0

可解得FAx=0,FAy=-
1
2a

(aF+M),FB=
1
2a

(3aF+M)。
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0@FAy 为负,说明其方向与图示方向相反,即应竖直向下;FB 为正,说明其方向

与图示方向相同。

注意:在利用平面任意力系平衡方程分析平衡问题时,为使求解简便,通常将

矩心选在众多未知力的交点上,坐标轴之一一般选在与未知力平行或垂直的方向上。

4.4 物体系的平衡、 静定和静不定问题

工程实际中的机械结构通常是由许多零部件按一定形式的约束连接组成的,这

种由若干个物体通过约束组成的系统称为物体系。对物体系平衡问题的研究,是静

力学平衡方程中极为重要的综合应用。

在研究物体系的平衡问题时,不仅需要分析物体系统所受的未知外力,有时

还需要分析各零部件之间相互作用的内力。对于整个物体系统来说,内力总是成

对出现的,因为内力的矢量和恒等于零,所以不需要分析内力。分析计算内力只

能把系统中与所求内力相关的零部件分离出来单独研究。即使不需要分析内力,

对于物体系的平衡问题,有时也需要把一些物体分开来研究,才能求出所有的未

知外力。

当整个物体系平衡时,物体系内各个刚体也处于平衡状态。因此对每个受平面

任意力系作用的刚体,都可以列出3个独立的平衡方程,求解3个未知量。对由n
个刚体组成的物体系来说,独立平衡方程的数目为3n,求解的未知量数也为3n。
根据所研究问题的需要,正确选择整体或局部为研究对象进行分析,是解决物体系

统平衡问题的关键。

当然,如果系统中的刚体有受平面汇交力系或平面平行力系作用时,整个系统

的独立平衡方程数目会相应地减少。如果物体系中未知量的总数等于或小于独立平

衡方程的数目时,则所有的未知量都可以由平衡方程求出,这样的问题称为静定

问题。

如果物体系中未知量的总数大于独立平衡方程的数目时,则未知量不能全部由

平衡方程求出,而只能求出其中的一部分未知量,这样的问题称为静不定问题或超

静定问题。

下面举例说明静定和超静定问题。

如图4-7(a)所示,吊车起吊重物,重物用两根绳子挂在吊钩上。重物的重力P
为已知力,而两根绳子的拉力为未知力。那么在这样的一个系统中,重物受到的力

形成一个平面汇交力系。平面汇交力系有2个独立的平衡方程,可以求解2个未知

量,因此这是一个静定问题。
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UBU UCU

BA A B

C C

T3

T1 T2T2

P P

T1

图4-7 吊车起吊的重物受力

但有时出于安全考虑,会用3根绳子悬挂重物,如图4-7(b)所示。这时重物受

到的力仍是平面汇交力系,但未知力的数目为3个,即系统中未知力的数目大于平

衡方程的数目,此时就变成了超静定问题。
【例4-4】 如图4-8(a)所示,梁ABC 是由梁AB 和梁BC 组成的连续梁,其中

梁AB 一端为固定端,另一端通过铰链与梁BC 连接。已知a、M、θ,求该连续梁

在A、B、C 三处的约束反力。

UBU

UCU UDU

A B C

a a

aA B

CB
M

a

FBy
FBx

FAx

FAy FBy� �FBx
FNC

MA

M

θ

θ

图4-8 例4-4图

【解】 (1)以梁BC 为研究对象。它所受主动力是矩为M 的力偶。它所受约束

反力有铰链B 的两个分力FBx 和FBy,滚动支座C 处垂直于支承面向上的约束反力

Fc,如图4-8(b)所示。由平面任意力系的平衡方程

    ∑Fx =0,FBx -FNCsin
 

θ=0

∑Fy=0,FBy+FNCcos
 

θ=0

∑MB =0,-M +FNC·acos
 

θ=0

可解得:FBx=
M
atan

 

θ,FBy=-
M
a

,FNC=
M

acos
 

θ
。

(2)以梁AB 为研究对象。它受到B 处的约束反力F'Bx和F'By,固定端A 处的约

束反力FAx 和FAy,以及矩为MA 的力偶,如图4-8(c)所示。由平面任意力系的平
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0@衡方程

    ∑Fx =0,FAx -F'Bx=0

∑Fy=0,FAy-F'By=0

∑MA =0,MA -F'By·a=0

可解得FAx=
M
atan

 

θ,FAy=-
M
a

,MA=-M。

工程案例分析

FT

FB

FA

y

C

A

B

G

α

x

图4-9 上料小车受力分析

(1)取上料小车为研究对象。
(2)对上料小车进行受力分析。上料小车及原料总重力为G(竖直向下),

钢绳对小车的拉力为FT(沿钢绳方向向上),轨道与小车车轮间为光滑面约

束,因此轨道对小车车轮A、B 的约束力分别为FA、FB(垂直于轨道指向车

轮)。上料小车受力分析如图4-9所示。

(3)选取简化中心,简化力系。选择简化中心C,将平面任意力系简化成

一个平面汇交力系和一个平面力偶系。
(4)建立直角坐标系,列平衡方程。为简化计算,选择钢绳方向为x 轴,

建立直角坐标系如图4-9所示。根据平衡条件,列平衡方程

∑Fx =0,FT-Gsin
 

α=0

∑Fy=0,FA +FB -Gcos
 

α=0

∑M =0,FBb-FAa=0

(5)求解。解联立方程组,求得

FT=Gsin
 

α,FA=
bGcos

 

α
a+b

,FB=
aGcos

 

α
a+b
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在线测试 

思考与练习

4-1 什么叫力系的主矢? 它与合力有什么区别和联系? 它与简化中心的位置有

没有关系?

4-2 什么叫力系的主矩? 它是否就是力偶系的合力偶矩? 它与简化中心的位置

有何关系?

4-3 已知一平面任意力系可以简化为一个合力,问能否通过选择适当的简化中

心,把力系简化为一个合力偶? 反之,如果已知力系可以简化为一个合力偶,能否

通过选择适当的简化中心,把力系简化为一个合力? 为什么?

4-4 什么叫超静定问题? 如何判断问题是静定问题还是超静定问题? 图4-10
中,哪些是静定问题,哪些是超静定问题?

UBU UCU UDU

F F F

AAA B B B

图4-10 题4-4图

4-5 如图4-11所示,半径为r的圆盘上,以O 为中心,边长为r的正方形的

四个顶点上分别作用着力F1、F2、F3、F4。已知F1=F2=F3=F4=F,该力系对

O 点的主矩为MO=2rF。问该力系对O'点的主矩MO'为何值? MO'与MO 间有何关

系? 为什么是这种关系?

A D

CB

O

F1

F2

F3

F4
O�

图4-11 题4-5图

4-6 如图4-12所示,已知F1、F2、F3分别作用在点C、O、B 上;OABC 是

一个正方形,边长为a(单位为mm);F1=2
 

kN,F2=4
 

kN,F3=10
 

kN,方向如

图所示。求力系的最终简化结果。
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C B

AO

F1

F2

F3

�

�

a

a

a

a

图4-12 题4-6图

  4-7 无重水平梁的支承和载荷如图4-13所示,已知力F、力偶矩M 和强度为

q的均布载荷。求支座A 和B 处的约束反力。

D

q
A B

C

F
M

a a�a

图4-13 题4-7图

4-8 如图4-14所示,起重机重力P1=10
 

kN,可绕竖直轴AB 转动,吊钩上

挂一重力P2=40
 

kN的重物,起重机的重心C 到转动轴的距离为1.5
 

m,其他尺寸

如图所示。试求在止推轴承A 和轴承B 处的约束反力。

A

P2

P1

C

B

��
N

����N

����N

图4-14 题4-8图

4-9 图4-15所示杆件AB,在杆件上作用力F,集中力偶MO=Fa,求杆件的

约束力。
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A

a a a

F

B

MO

图4-15 题4-9图

  4-10 图4-16所示支架由杆AB、CD 组成,A、C、D 处均为光滑铰链,在

CB 上作用均布载荷q,MO=qa2,α=45°,试求杆件AB 的约束力。

A B
C

D
a a

q MO

α

图4-16 题4-10图

4-11 图4-17为悬臂梁的平面力学简图。已知梁长为2l,作用均布载荷q,作

用集中力F=ql和力偶MO=ql2,求固定端的约束力。

A

F

B

q

ll

MO

图4-17 题4-11图
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